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Gabarito Primeiro Simulado 2020 - Nivel Beta

Questao 1 (20 pontos) Diversos mateméticos e epidemiologistas estao trabalhando para criar modelos
capazes de prever o crescimento da pandemia do Covid-19 com maior precisao utilizando os dados
disponiveis. No entanto, existe um modelo matematico simples capaz de fornecer informacoes sobre o

crescimento de uma pandemia como a do Covid-19 em seu estagio inicial com boa precisao.

(a) Suponha que o nimero de pessoas infectadas pelo Covid-19 no n—ésimo dia seja I,,, que o niimero
médio de pessoas que alguém que esta infectado entra em contato por dia seja C' e que a probabi-
lididade de alguém que foi exposto ao Covid-19 de se infectar seja P. Escreva uma férmula para

I, em termos de C, P e I;.
(b) Supondo que I} =1, C' =4 e P = 0,085, calcule o nimero de infectados no 25° dia e no 50° dia.

(¢) As medidas de isolamento social diminuem o valor de C' e o hébito de lavar bem as maos diminuem
o valor de P. Supondo que a partir do 26° dia tem-se C' = 2 e P = 0,068, calcule o nimero de

infectados no 50° dia (compare com o item (b)).

Solugao:

(a) No primeiro dia h& I; pessoas infectadas. No segundo dia haverd I; pessoas infectadas mais o
nimero de pessoas que essas [; infectaram que é igual a C'x P x I;. Logo, Iy =11+ Cx P x I; =
(14 C x P) x I. Usando o mesmo raciocinio temos que se no n—ésimo dia havera I, pessoas
infectadas mais o nimero de pessoas que essas [, ; infectaram que é igual a C' x P x I, 1, ou
seja, I, = (1 + C x P) x I,,_y. Portanto,

I, = (14CxP)xI,_1 = (14CxP)’*xI,_g = (14+CXP)*x I, 3=...= (1+Cx P)" ' X L,_(4_1),

ouseja, I, = (1+C x P)" 1 x I.

(b) Usando a férmula obtida no item (a), concluimos que Ips = (1 + 4 x 0,085)%* = 1.123 e I5y =
(144 x 0,085)% = 1.690.966.
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(c) Para calcular o nimero de pessoas infectadas no 50° dia considerando os novos valores de C' e
P a partir do 26° dia usaremos a expressiao 5o = (1 + C x P)®Iy; com C = 2, P = 0,068 e
Is = 1.123, ou seja, Iso = (1 + 2 x 0,068)%°1123 = 27.216.

Observe que uma redugao de 60% do valor do produto C' x P (que passou de 0,34 para 0, 136)

representou, em apenas 25 dias, uma reducao de 98% do numero de infectados, passando de
1.690.966 para 27.216.
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Questao 2 (20 pontos) Seja n um ndmero natural com n > 3. Em 1637, o matemdtico Pierre de

Fermat enunciou o seguinte resultado:
A equacgao z" 4+ y" = z" nao possui solugoes para z,y, z inteiros e positivos.

O resultado foi escrito por Fermat na margem de um livro, que também escreveu: “Descobri uma
demonstracao maravilhosa desta proposi¢ao que, no entanto, nao cabe nas margens deste livro.”

Passaram-se 358 anos até que alguém conseguisse uma prova para este teorema: somente em 1995
o matematico britanico Andrew Wiles conseguiu uma demonstracao.

Considere a seguinte afirmacao, que é a versao matricial deste teorema, com n = 3:

N3ao existem matrizes 2 x 2 A, B, C tais que A% + B? = C3 com A, B,C matrizes nao-nulas

com entradas inteiras.

Esta afirmagao é verdadeira?

Solucao: Vamos tentar resolver este problema sem demorar 358 anos. Primeiro vamos lembrar a

definicao de multiplicacao matricial e dai fazer alguns experimentos.

Produto matricial: O produto de duas matrizes 2 x 2 é definido como

a b r y\ [ ar+bz ay+bw
c d : w) \ cx+dz cy+dw |

Observamos uma propriedade fundamental deste produto: ele nao é comutativo, ou seja, a ordem dos
1 3 -12\ (8 8
2 5 3 2) \13 14
-1 2 L3y (3 7
3 2) \25) \719)°

Agora vamos fazer alguns experimentos com nosso problema.

fatores importa. Por exemplo
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Matrizes diagonais: Se supormos que A, B, C' sao matrizes diagonais sem elementos nulos nas dia-

gonais, o problema ¢é equivalente ao Ultimo Teorema de Fermat, e nao encontraremos solucao para a

A= aq 0 ’ B— b1 0 70 _ C1 0
0 a9 0 bz 0 Co

entio A% = B® 4+ C® ¢ equivalente a a3 = b3 4 ¢ e ad = b3 + 3 (exatamente a formulacao do Ultimo

equacao. Por exemplo, se

Teorema de Fermat para n = 3).

Matrizes com muitos zeros: Vocés ja devem ter percebido que as vezes a presenca de zeros nas

entradas da matrizes facilita muito o calculo para suas poténcias. Por exemplo:

1 2\" (37 m

3 4/ \81 118)°
3

01\ (03

30/ \9 o0/

O que acontece se a matriz tiver mais entradas nulas do que entradas nao-nulas? Bom, ja

enquanto

vimos que se a entrada nao-nula estiver na diagonal, teremos problemas. E se ela estiver fora, ou seja,

o)

Neste caso ¢ facil calcular poténcias. Verifique que A? ja é a matriz nula (todas as entradas iguais

for uma matriz da forma

a zero), e portanto o mesmo acontecera com A3,
Resolvemos nosso problema! A resposta é falsa: existem matrizes A, B, C' que satisfazem o Teorema.

Podemos, por exemplo, pegar
0 3
A= ,B:O5,C:OO.
0 0 0 0 70
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Como

A3 =B =C®= 00
00/’

entao teremos A% = B3+ C3. Ou seja, esta versao matricial do Ultimo Teorema de Fermat é falsa. As

matrizes D tais que D* é a matriz nula, para algum valor de k > 2, sao chamadas matrizes nilpotentes.
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Questao 3 (20 pontos) Considere um retangulo ABC'D. Sejam M o ponto médio do lado AB e N
o ponto médio do lado C'D, o qual é oposto ao lado AB. Seja EFG um triangulo cujos vértices se

localizam no interior de ABC'D, determine a probabilidade de que o segmento M N corte dois lados do
triangulo FFG.

Solugao: Observe que a tnica maneira de M N cortar dois lados do triangulo é que um dos vértices es-
teja em uma das metades e os outros dois estejam em outra, ou seja, precisamos calcular a probabilidade

de os trés vértices nao estarem todos em AMND ou em MBCN.

A M B
F
E<
G
D N C
A M B
E 7F
G
D N C

A probabilidade de um ponto estar no lado esquerdo é a mesma probabilidade de estar no lado
direito que é 1/2. Assim a probabilidade de termos trés pontos do lado esquerdo ¢ (1/2)3 = 1/8 e de
trés estarem do lado direito é (1/2)? = 1/8. Assim a probabilidade de que os trés pontos nao estejam

todos de um mesmo lado é:

Portanto, a probabilidade de que o segmento M N corte dois lados do triangulo EFG é 3/4.
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Questao 4 (20 pontos) Suponha que m = p; - p3? - p5* ... pI, onde p; é primo, para todo i =1,...r,
pL>pe > ...>p. en; > 1, para todo 2 < i < r. Dizemos que m admite uma decomposicdo [p,q| se a

equacao m = p - p; + ¢ admite uma solugao com p e ¢ primos.
(a) Mostre que 2020 admite uma decomposigao [p, q|.

(b) Mostre que se m admite uma decomposicao [p, q] entao m é miltiplo de 2 ou m = 3 - py.

Solugao:

(a) Para sabermos se um numero m admite uma decomposigao [p, q] precisamos seguir os seguintes

passos:

(i) Encontrar sua decomposi¢ao em fatores primos, m = pi*py?...pl', com p; > py > ... > p,
en; > 1.

(ii) Se ny > 1, entdo m nao possui decomposicao [p, ¢| (independente dos primos p, q).
(iii) Se n; = 1 devemos dividir m por p; e verificar o quociente e o resto:

* se estes forem ambos primos, digamos p, ¢, entao m admite decomposigao [p, ¢/,

% caso o resto seja zero e o quociente, digamos d, seja o sucessor de um primo, i.e., se d — 1

for primo, entdo m admite decomposigao [d — 1, py].

Aplicando este algoritmo a 2020 obtemos que 2020 = 101 -5 - 22. Como n; (a poténcia do primo
101) é 1, efetuamos a divisao: 2020 = 19101+ 101, portanto 2020 admite decomposicao [19, 101].

(b) De modo geral, seja m = p1py?...p" onde assumimos que r > 2,p; > ps > ... > p, e n; > 1,

para todo 2 < i < r. Supondo m = p - p; + ¢ obtemos

O=m—(p-p1+9q)
=pipy?...py — (pep1+ Q)
=pi(Py?...py" —p) — ¢

ou, equivalentemente

q=npi(p5*...p;" —p)
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Como ¢ é primo, devemos ter p; = q e py*...pP" —p = 1, donde segue que py?...pl" =p+ 1.

Temos entao duas possibilidades:

— Se p é (primo) impar, entdo p+ 1 = p3?...pI" é par, e portanto m ¢é par.

— Se p é (primo) par, entdo p = 2, ou seja, 3 =p+ 1 = p3?...p!", donde segue que

m=pi(py*...p") =p1 - 3.
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Questao 5 (20 pontos) A figura a seguir contém dois quadrados, cada um com lados de tamanho
1 cm, um triangulo equildtero e uma circunferéncia tangenciando o triangulo e um dos quadrados.

Utilizando as informagoes contidas na figura, calcule o raio da circunferéncia.

45°

_/

1 cm 1 cm

2cm

Solugao: Primeiramente iremos marcar alguns pontos na figura para podermos organizar melhor a
solucao. Considere A, B,C e E os pontos marcados na figura abaixo, O o centro da circunferéncia e D
o ponto de tangéncia da circunferéncia com o segmento BE. Como o triangulo da figura é equilétero,

ja marcamos o valor de cada um de seus angulos internos que é de 60°.

60’
A
60°
45°
1 0
60° r
1 B C D E 1
2
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No triangulo ABC' sabemos que
/ZBCA+90° 4 45° = 180° = LBCA = 45°.

Em particular o triangulo ABC' é isdsceles e, portanto, BC' = AB = 1 cm. Vamos agora calcular C'D.
Considere r o raio da circunferéncia. Seja E’ o ponto de interse¢do da circunferéncia com o quadrado
da direita. Temos que OF' = DE, pois OF’ é perpendicular ao lado do quadrado e OFE' = OD =r o

que faz com que ODEE'’ seja um quadrado. Ou seja,
OF' = DE =r.

Assim,
CD=2—-DFE—-BC=2—-1—r=1-r.

60°
A
60°
45°
1 0 E
60° r
- 45° 75\ -
1 B C D E 1

Seja D' o ponto de intersecao entre a circulo e o triangulo equilatero, entao
/DCD" +60° + 45° = 180° = ZDCD’" = 75°.

Agora observemos que, como C' é um ponto externo a circunferéncia, o segmento OC' é bissetriz do
angulo Z/DCD'. Logo /DCO = 73—0

Assim, olhando para o triangulo retangulo C'DO temos

o 75°
tan(75): T ér:—tan(272

2 1—r l—i-tan(go)'
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Assim, basta calculamos tan (75

) e substituirmos na ultima expressao. Para fazer isto primeiro

calcularemos a tangente de 75° e depois, utilizando a tangente do dobro de um arco, calcularemos a

tangente de 75°/2. Lembremos que

tana + tanb

t b) = .
an(a + ) 1 —tana-tand

Logo, tomando a = 30° e b = 45° temos:

tan(75°) = tan(30° + 45°)
tan(30°) + tan(45°)
1 — tan 30° - tan(45°)
Bl 3+3
1 -8 3-8

Finalmente, tomando a = b = 75°/2 temos:

tan(75°) =

Assim,

(3 +V/3) - tan (7250>+2-(3—\/§)-tan<§0) —(3+V3)=0.

Esta é uma equacao do segundo grau na variavel tan (%O) Assim, por Bhaskara temos:

tan (750) _T2B-VveE \/22(3 V3244 (34+V3)?
’ 23+ V3) -

Ou seja,

. (750) —3+vV3+2V6
al = .
2 3+V3

Agora, como tan ( ) > ( entao precisamos identificar qual dos valores dados na tltima expressao

¢ positivo. Observe que

V3<3=3-V3<0=-3+V3-2V6<0,
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logo

75° —34+v34+2V6
tan(Q): A Vo VE-VE-2,

Assim, concluimos que
tan (2°) V6+V3—v2 -2
r= — = .
l1+tan (27)  V6+v3-v2-1
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